2006年全国硕士研究生入学考试数学三真题解析

一、 填空题：1－6小题，每小题4分，共24分. 把答案填在题中横线上.

（1）
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   【分析】将其对数恒等化
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   【详解】
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   而数列
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（2）设函数
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   【分析】利用复合函数求导即可.

   【详解】由题设知，
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    两边再对
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（3）设函数
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在点(1,2)处的全微分
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   【分析】利用二元函数的全微分公式或微分形式不变性计算.

   【详解】方法一：因为
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    所以 
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   方法二：对
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（4）设矩阵
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【分析】 将矩阵方程改写为
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的形式，再用方阵相乘的行列式性质进行计算即可.

【详解】  由题设，有
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（5）设随机变量
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【分析】 利用
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的独立性及分布计算.
【详解】  由题设知，
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则　
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【评注】 本题属几何概型，也可如下计算，如下图：

　　　　　　[image: image50.png]



　　　　　则　
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（6）设总体
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的概率密度为
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的简单随机样本，其样本方差为
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   【分析】利用样本方差的性质
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   【详解】因为 
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二、选择题：7－14小题，每小题4分，共32分. 每小题给出的四个选项中，只有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内.
（7）设函数
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【分析】 题设条件有明显的几何意义，用图示法求解.

【详解】  由
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（8）设函数
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   【分析】从
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   【详解】由
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    所以
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（9）若级数
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【分析】  可以通过举反例及级数的性质来判定.

【详解】  由
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　　　　　或利用排除法：
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[image: image110.wmf]1

(1)

n

n

a

n

=-

，则可排除选项（Ａ），（Ｂ）；

　　　　　取
[image: image111.wmf]1

(1)

n

n

a

n

=-

，则可排除选项（Ｃ）.故（Ｄ）项正确.
（10）设非齐次线性微分方程
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【分析】 利用一阶线性非齐次微分方程解的结构即可.

【详解】由于
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【评注】本题属基本题型，考查一阶线性非齐次微分方程解的结构：
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【分析】 利用拉格朗日函数
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【分析】 本题考查向量组的线性相关性问题，利用定义或性质进行判定.

【详解】 记
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（13）设
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【分析】利用矩阵的初等变换与初等矩阵的关系以及初等矩阵的性质可得.

【详解】由题设可得
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（14）设随机变量
[image: image187.wmf]X

服从正态分布
[image: image188.wmf]2

11

(,)

N

ms

，
[image: image189.wmf]Y

服从正态分布
[image: image190.wmf]2
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N

ms

，且

　　　　　　
[image: image191.wmf]{
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则必有

(A)   
[image: image192.wmf]12

ss

<

        　　　　　(B)   
[image: image193.wmf]12

ss

>


(C)   
[image: image194.wmf]12

mm

<

    　　　　　　　 (D)   
[image: image195.wmf]12

mm

>

     　　　　　   [   A   ]

【分析】 利用标准正态分布密度曲线的几何意义可得.

【详解】 由题设可得


[image: image196.wmf]12
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11
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PP
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ssss

ì-üì-ü
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íýíý
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，

　　　则　
[image: image197.wmf]12
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èøèø

，即
[image: image198.wmf]12

11
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æöæö

F>F

ç÷ç÷

èøèø

.

　　　其中
[image: image199.wmf]()

x

F

是标准正态分布的分布函数.

　　　又
[image: image200.wmf]()

x

F

是单调不减函数，则
[image: image201.wmf]12

11

ss

>

，即
[image: image202.wmf]12

ss

<

.

故选(A).

三 、解答题：15－23小题，共94分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

（15）（本题满分7分）

设
[image: image203.wmf](
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(Ⅰ) 
[image: image204.wmf](

)

(

)

lim,

y

gxfxy

®+¥
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；

(Ⅱ) 
[image: image205.wmf](

)

0

lim

x

gx

+

®

.

   【分析】第(Ⅰ)问求极限时注意将
[image: image206.wmf]x

作为常量求解，此问中含
[image: image207.wmf],0

¥

×¥

¥

型未定式极限；第(Ⅱ)问需利用第(Ⅰ)问的结果，含
[image: image208.wmf]¥-¥

未定式极限.
   【详解】(Ⅰ) 
[image: image209.wmf](
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  (Ⅱ) 
[image: image211.wmf](
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 （通分）


[image: image212.wmf]222
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（16）（本题满分7分） 

计算二重积分
[image: image213.wmf]2

dd

D

yxyxy

-

òò

，其中
[image: image214.wmf]D

是由直线
[image: image215.wmf],1,0

yxyx

===

所围成的平面区域.
   【分析】画出积分域，将二重积分化为累次积分即可.[image: image418.png]



   【详解】积分区域如右图.因为根号下的函数为关于
[image: image216.wmf]x

的一次函数，“先
[image: image217.wmf]x

后
[image: image218.wmf]y

”积分较容易，所以

             
[image: image219.wmf]1
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[image: image220.wmf](
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（17）（本题满分10分）

     证明：当
[image: image221.wmf]0

ab

p

<<<

时，


[image: image222.wmf]sin2cossin2cos

bbbbaaaa

pp

++>++

. 

【分析】 利用“参数变易法”构造辅助函数，再利用函数的单调性证明.

【详解】 令
[image: image223.wmf]()sin2cossin2cos,0

fxxxxxaaaaaxb

ppp

=++---<££<

，

则 
[image: image224.wmf]()sincos2sincossin

fxxxxxxxx

pp

¢

=+-+=-+

，且
[image: image225.wmf]()0

f

p

¢

=

.

又 
[image: image226.wmf]()cossincossin0

fxxxxxxx

¢¢

=--=-<

，（
[image: image227.wmf]0,sin0

xxx

p

<<>

时

），

故当
[image: image228.wmf]0

axb

p

<££<

时，
[image: image229.wmf]()

fx

¢

单调减少，即
[image: image230.wmf]()()0

fxf

p

¢¢

>=

，则
[image: image231.wmf]()

fx

单调增加，于是
[image: image232.wmf]()()0

fbfa

>=

，即


[image: image233.wmf]sin2cossin2cos

bbbbaaaa

pp

++>++

.

（18）（本题满分8分）

在
[image: image234.wmf]xOy

坐标平面上，连续曲线
[image: image235.wmf]L

过点
[image: image236.wmf](

)

1,0

M

，其上任意点
[image: image237.wmf](

)
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处的切线斜率与直线
[image: image238.wmf]OP

的斜率之差等于
[image: image239.wmf]ax

（常数
[image: image240.wmf]>0

a

）.

(Ⅰ) 求
[image: image241.wmf]L

的方程；

(Ⅱ) 当
[image: image242.wmf]L

与直线
[image: image243.wmf]yax

=

所围成平面图形的面积为
[image: image244.wmf]8

3

时，确定
[image: image245.wmf]a

的值.

   【分析】(Ⅰ)利用导数的几何意义建立微分方程，并求解；(Ⅱ)利用定积分计算平面图形的面积，确定参数.
   【详解】(Ⅰ) 设曲线
[image: image246.wmf]L

的方程为
[image: image247.wmf]()

yfx

=

，则由题设可得

              
[image: image248.wmf]y
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x

¢
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，这是一阶线性微分方程，其中
[image: image249.wmf]1
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x
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，代入通解公式得

             
[image: image250.wmf](

)

11

dd

2

eed

xx

xx

yaxxCxaxCaxCx

-

æö

òò

=+=+=+

ç÷

èø

ò

，

又
[image: image251.wmf](1)0

f

=

，所以
[image: image252.wmf]Ca
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.

    故曲线
[image: image253.wmf]L

的方程为 
[image: image254.wmf]2

yaxax

=-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image255.wmf](0)
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.[image: image419.png]



    (Ⅱ) 
[image: image256.wmf]L

与直线
[image: image257.wmf]yax

=

（
[image: image258.wmf]>0

a

）所围成平面图形如右图所示.  所以 
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[image: image260.wmf](
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    故
[image: image261.wmf]2

a

=

.
（19）（本题满分10分）

求幂级数
[image: image262.wmf](
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的收敛域及和函数
[image: image263.wmf]()

sx

.

   【分析】因为幂级数缺项，按函数项级数收敛域的求法计算；利用逐项求导或积分并结合已知函数的幂级数展开式计算和函数.

   【详解】记
[image: image264.wmf]121
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[image: image265.wmf]23
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   所以当
[image: image266.wmf]2
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xx
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即

时，所给幂级数收敛；当
[image: image267.wmf]1

x

>

时，所给幂级数发散；

当
[image: image268.wmf]1

x
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时，所给幂级数为
[image: image269.wmf]1
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，均收敛，

故所给幂级数的收敛域为
[image: image270.wmf][
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在
[image: image271.wmf](
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内，
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而 
[image: image273.wmf]121
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所以 
[image: image274.wmf]111
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[image: image275.wmf]1
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于是 
[image: image276.wmf]1
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[image: image278.wmf](
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又 
[image: image279.wmf]1
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，所以 
[image: image280.wmf](
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故 
[image: image281.wmf](
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.
[image: image282.wmf](
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     由于所给幂级数在
[image: image283.wmf]1

x

=±

处都收敛，且
[image: image284.wmf](
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在
[image: image285.wmf]1

x

=±

 处都连续，所以
[image: image286.wmf]()

sx

在
[image: image287.wmf]1
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成立，即 

       
[image: image288.wmf](

)

22

()2arctanln1

sxxxxx

=-+

，
[image: image289.wmf][
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（20）（本题满分13分）

设4维向量组
[image: image290.wmf](
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[image: image291.wmf](
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，问
[image: image292.wmf]a

为何值时
[image: image293.wmf]1234
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线性相关?当
[image: image294.wmf]1234

,,,

aaaa

线性相关时,求其一个极大线性无关组,并将其余向量用该极大线性无关组线性表出.

   【分析】因为向量组中的向量个数和向量维数相同，所以用以向量为列向量的矩阵的行列式为零来确定参数
[image: image295.wmf]a

；用初等变换求极大线性无关组.
   【详解】记以
[image: image296.wmf]1234
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aaaa

为列向量的矩阵为
[image: image297.wmf]A

，则

          
[image: image298.wmf]3
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   于是当
[image: image299.wmf]0,010
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即

或

时，
[image: image300.wmf]1234
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线性相关.

   当
[image: image301.wmf]0

a

=

时，显然
[image: image302.wmf]1

a

是一个极大线性无关组，且
[image: image303.wmf]213141
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；

   当
[image: image304.wmf]10
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时，

                
[image: image305.wmf]1
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   由于此时
[image: image310.wmf]A

有三阶非零行列式
[image: image311.wmf]923
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，所以
[image: image312.wmf]123
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为极大线性无关组，且
[image: image313.wmf]12344123
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，

即

.
（21）（本题满分13分）
设3阶实对称矩阵
[image: image314.wmf]A

的各行元素之和均为3,向量
[image: image315.wmf](
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TT

12
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是线性方程组
[image: image316.wmf]0

Ax

=

的两个解.
(Ⅰ)　求
[image: image317.wmf]A

的特征值与特征向量；

(Ⅱ)　求正交矩阵
[image: image318.wmf]Q

和对角矩阵
[image: image319.wmf]L

,使得
[image: image320.wmf]T

QAQ

=L

；

（Ⅲ）求
[image: image321.wmf]A

及
[image: image322.wmf]6
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，其中
[image: image323.wmf]E

为3阶单位矩阵.
【分析】 由矩阵
[image: image324.wmf]A

的各行元素之和均为3及矩阵乘法可得矩阵
[image: image325.wmf]A

的一个特征值和对应的特征向量；由齐次线性方程组
[image: image326.wmf]0

Ax

=

有非零解可知
[image: image327.wmf]A

必有零特征值，其非零解是0特征值所对应的特征向量.将
[image: image328.wmf]A

的线性无关的特征向量正交化可得正交矩阵
[image: image329.wmf]Q

；由
[image: image330.wmf]T

QAQ

=L

可得到
[image: image331.wmf]A

和
[image: image332.wmf]6
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2
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.
【详解】 (Ⅰ)　因为矩阵
[image: image333.wmf]A

的各行元素之和均为3，所以

　　　　　　　　　
[image: image334.wmf]131
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则由特征值和特征向量的定义知，
[image: image335.wmf]3

l

=

是矩阵
[image: image336.wmf]A

的特征值，
[image: image337.wmf]T

(1,1,1)

a

=

是对应的特征向量.对应
[image: image338.wmf]3

l

=

的全部特征向量为
[image: image339.wmf]k

a

，其中
[image: image340.wmf]k

为不为零的常数.

又由题设知　
[image: image341.wmf]12
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，即
[image: image342.wmf]1122
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，而且
[image: image343.wmf]12
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线性无关，所以
[image: image344.wmf]0
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是矩阵
[image: image345.wmf]A

的二重特征值，
[image: image346.wmf]12

,
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是其对应的特征向量，对应
[image: image347.wmf]0
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=

的全部特征向量为　
[image: image348.wmf]1122
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，其中
[image: image349.wmf]12

,
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为不全为零的常数.

(Ⅱ)　因为
[image: image350.wmf]A

是实对称矩阵，所以
[image: image351.wmf]a

与
[image: image352.wmf]12
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正交，所以只需将
[image: image353.wmf]12
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正交.

取　
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，
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再将
[image: image356.wmf]12
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令　
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，由
[image: image360.wmf]A

是实对称矩阵必可相似对角化，得　
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 （Ⅲ）由(Ⅱ)知 
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（22）（本题满分13分）
设随机变量
[image: image367.wmf]X

的概率密度为
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【分析】 求一维随机变量函数的概率密度一般先求分布，然后求导得相应的概率密度或利用公式计算.

【详解】 （I） 设
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（23）（本题满分13分）
设总体
[image: image398.wmf]X

的概率密度为
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其中
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是未知参数
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（Ⅰ）求
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的矩估计；

（Ⅱ）求
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的最大似然估计

【分析】 利用矩估计法和最大似然估计法计算.
【详解】（Ⅰ）因为
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的最大似然估计.

_1201427349.unknown

_1201435419.unknown

_1201436245.unknown

_1201438191.unknown

_1201438522.unknown

_1201439571.unknown

_1201440139.unknown

_1201441305.unknown

_1201442513.unknown

_1201509296.unknown

_1201442523.unknown

_1201442217.unknown

_1201440963.unknown

_1201441191.unknown

_1201441304.unknown

_1201441146.unknown

_1201440213.unknown

_1201439695.unknown

_1201439948.unknown

_1201439685.unknown

_1201438741.unknown

_1201439544.unknown

_1201438653.unknown

_1201438434.unknown

_1201438459.unknown

_1201438466.unknown

_1201438445.unknown

_1201438247.unknown

_1201438286.unknown

_1201438306.unknown

_1201438225.unknown

_1201436416.unknown

_1201436982.unknown

_1201437123.unknown

_1201436964.unknown

_1201436272.unknown

_1201436415.unknown

_1201435918.unknown

_1201436157.unknown

_1201436199.unknown

_1201436176.unknown

_1201436026.unknown

_1201436069.unknown

_1201436010.unknown

_1201435616.unknown

_1201435736.unknown

_1201435827.unknown

_1201435719.unknown

_1201435530.unknown

_1201435605.unknown

_1201435436.unknown

_1201435506.unknown

_1201432135.unknown

_1201433352.unknown

_1201433864.unknown

_1201433979.unknown

_1201435280.unknown

_1201433927.unknown

_1201433743.unknown

_1201433819.unknown

_1201433850.unknown

_1201433353.unknown

_1201433034.unknown

_1201433237.unknown

_1201433351.unknown

_1201433218.unknown

_1201432982.unknown

_1201433002.unknown

_1201432187.unknown

_1201429098.unknown

_1201430923.unknown

_1201431188.unknown

_1201432086.unknown

_1201432126.unknown

_1201431895.unknown

_1201430959.unknown

_1201430484.unknown

_1201430696.unknown

_1201430877.unknown

_1201430628.unknown

_1201429165.unknown

_1201428514.unknown

_1201428724.unknown

_1201429083.unknown

_1201428569.unknown

_1201427372.unknown

_1201428474.unknown

_1201427361.unknown

_1201423619.unknown

_1201424963.unknown

_1201426868.unknown

_1201427206.unknown

_1201427307.unknown

_1201427197.unknown

_1201425163.unknown

_1201426845.unknown

_1201425086.unknown

_1201424374.unknown

_1201424853.unknown

_1201424951.unknown

_1201424411.unknown

_1201424279.unknown

_1201424293.unknown

_1201423650.unknown

_1201088542.unknown

_1201095090.unknown

_1201369961.unknown

_1201423139.unknown

_1201423541.unknown

_1201423558.unknown

_1201423506.unknown

_1201370192.unknown

_1201370368.unknown

_1201370422.unknown

_1201370524.unknown

_1201370585.unknown

_1201370610.unknown

_1201370669.unknown

_1201370699.unknown

_1201370630.unknown

_1201370606.unknown

_1201370548.unknown

_1201370522.unknown

_1201370523.unknown

_1201370441.unknown

_1201370477.unknown

_1201370386.unknown

_1201370248.unknown

_1201370333.unknown

_1201370226.unknown

_1201370080.unknown

_1201370173.unknown

_1201370158.unknown

_1201370166.unknown

_1201370039.unknown

_1201370050.unknown

_1201369983.unknown

_1201109994.unknown

_1201113817.unknown

_1201114705.unknown

_1201164108.unknown

_1201349407.unknown

_1201369826.unknown

_1201369888.unknown

_1201369854.unknown

_1201369879.unknown

_1201369843.unknown

_1201349581.unknown

_1201369771.unknown

_1201349610.unknown

_1201349645.unknown

_1201368695.unknown

_1201349635.unknown

_1201349586.unknown

_1201349493.unknown

_1201349551.unknown

_1201349484.unknown

_1201208325.unknown

_1201209492.unknown

_1201210330.unknown

_1201348693.unknown

_1201349330.unknown

_1201348808.unknown

_1201210376.unknown

_1201210607.unknown

_1201210757.unknown

_1201210772.unknown

_1201210795.unknown

_1201210647.unknown

_1201210480.unknown

_1201210342.unknown

_1201210364.unknown

_1201209920.unknown

_1201210106.unknown

_1201210236.unknown

_1201210125.unknown

_1201210223.unknown

_1201210078.unknown

_1201210096.unknown

_1201209940.unknown

_1201209794.unknown

_1201209857.unknown

_1201209898.unknown

_1201209833.unknown

_1201209767.unknown

_1201209787.unknown

_1201209530.unknown

_1201208921.unknown

_1201209379.unknown

_1201209412.unknown

_1201209475.unknown

_1201209388.unknown

_1201208980.unknown

_1201209356.unknown

_1201208955.unknown

_1201208634.unknown

_1201208747.unknown

_1201208909.unknown

_1201208688.unknown

_1201208599.unknown

_1201208605.unknown

_1201208470.unknown

_1201208591.unknown

_1201208432.unknown

_1201204133.unknown

_1201208012.unknown

_1201208143.unknown

_1201208215.unknown

_1201208306.unknown

_1201208171.unknown

_1201208085.unknown

_1201208102.unknown

_1201208060.unknown

_1201207897.unknown

_1201207927.unknown

_1201207960.unknown

_1201207764.unknown

_1201207824.unknown

_1201207881.unknown

_1201204191.unknown

_1201204168.unknown

_1201204179.unknown

_1201204147.unknown

_1201164232.unknown

_1201204117.unknown

_1201164176.unknown

_1201164199.unknown

_1201164150.unknown

_1201118180.unknown

_1201163554.unknown

_1201163643.unknown

_1201163849.unknown

_1201164103.unknown

_1201163668.unknown

_1201163613.unknown

_1201163638.unknown

_1201163574.unknown

_1201162095.unknown

_1201163533.unknown

_1201163538.unknown

_1201163490.unknown

_1201161936.unknown

_1201162062.unknown

_1201118181.unknown

_1201117750.unknown

_1201117990.unknown

_1201118035.unknown

_1201118071.unknown

_1201117996.unknown

_1201117964.unknown

_1201117982.unknown

_1201117943.unknown

_1201117572.unknown

_1201117633.unknown

_1201117702.unknown

_1201115061.unknown

_1201115119.unknown

_1201115140.unknown

_1201115043.unknown

_1201114993.unknown

_1201115015.unknown

_1201114766.unknown

_1201114037.unknown

_1201114229.unknown

_1201114263.unknown

_1201114531.unknown

_1201114659.unknown

_1201114269.unknown

_1201114237.unknown

_1201114051.unknown

_1201114187.unknown

_1201114044.unknown

_1201113935.unknown

_1201113995.unknown

_1201114030.unknown

_1201113980.unknown

_1201113994.unknown

_1201113865.unknown

_1201113882.unknown

_1201113264.unknown

_1201113575.unknown

_1201113666.unknown

_1201113747.unknown

_1201113802.unknown

_1201113599.unknown

_1201113476.unknown

_1201113548.unknown

_1201113506.unknown

_1201113454.unknown

_1201110349.unknown

_1201113219.unknown

_1201113258.unknown

_1201113160.unknown

_1201110212.unknown

_1201110308.unknown

_1201110105.unknown

_1201095164.unknown

_1201109539.unknown

_1201109567.unknown

_1201109580.unknown

_1201109624.unknown

_1201095238.unknown

_1201095534.unknown

_1201109491.unknown

_1201095230.unknown

_1201095124.unknown

_1201095107.unknown

_1201089142.unknown

_1201095010.unknown

_1201095039.unknown

_1201095071.unknown

_1201095077.unknown

_1201095030.unknown

_1201095005.unknown

_1201090078.unknown

_1201094966.unknown

_1201088752.unknown

_1201088761.unknown

_1201088926.unknown

_1201089082.unknown

_1201089075.unknown

_1201088801.unknown

_1201088642.unknown

_1201088653.unknown

_1201088720.unknown

_1201088614.unknown

_1199009217.unknown

_1201088402.unknown

_1201088431.unknown

_1201088496.unknown

_1201088415.unknown

_1199009564.unknown

_1199703446.unknown

_1201088377.unknown

_1199017244.unknown

_1199702957.unknown

_1199009706.unknown

_1199009476.unknown

_1198937023.unknown

_1199009120.unknown

_1199009214.unknown

_1199009091.unknown

_1198934896.unknown

_1198936832.unknown

_1198933037.unknown

_1198934802.unknown

_1198933531.unknown

_1170005376.unknown

